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method is used to numerically solve the system of integral equations of the diffraction prob-
lem. Results. Theorems on the existence and uniqueness of the solution to the diffraction 
problem are proved; in particular, ellipticity and continuous invertibility of the operator of 
the integral equations system  are established; convergence of the Galerkin method is 
proved. Conclusions. Important results on the solvability of the diffraction problem have 
been obtained; a projection method for its numerical solution is theoretically justified and 
implemented. 
Keywords: diffraction problem, acoustically soft screens, integral equations, Sobolev spac-
es, Galerkin method 
For citation: Nesterov V.O., Tsupak A.A. Studying the issue of acoustic wave scattering 
from a system of soft screens by the method of integral equations. Izvestiya vysshikh 

 
1 © Нестеров В. О., Цупак А. А., 2024. Контент доступен по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 Li-

cense / This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 License. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 4 

 36

uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University  
proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2024;(4):35–45.  
(In Russ.). doi: 10.21685/2072-3040-2024-4-3 

Введение 
В работе рассмотрена скалярная трехмерная задача рассеяния плоской 

монохроматической акустической волны, распространяющейся в однородном 
пространстве, системой акустически «мягких» параметрически заданных 
гладких (незамкнутых) экранов. 

Сформулирована математическая постановка задачи дифракции: крае-
вая задача для уравнения Гельмгольца с граничными условиями на экране. 
Показано, что решение такой задачи единственно. 

Задача дифракции сведена к системе интегральных уравнений на по-
верхности экранов (вывод уравнений приведен, например, в [1]). Матричный 
оператор системы интегральных уравнений (ИУ) исследуется в простран-
ствах Соболева [2] на гладких двумерных многообразиях с краем. Показано, 
что оператор является непрерывно обратимым и эллиптическим в выбранных 
пространствах. 

Для численного решения системы ИУ применяется метод Галеркина  
с выбором финитных кусочно-постоянных базисных функций на неплоских 
поверхностях экранов. Показано, что базисные функции удовлетворяют 
условию аппроксимации [3], а метод Галеркина является сходящимся. 

Метод Галеркина программно реализован: в работе описано построение 
расчетной сетки, приведены формулы для вычисления матричных элементов; 
проведен ряд вычислительных экспериментов. 

1. Математическая постановка задачи 

В пространстве 3 , заполненном акустически однородной средой  
с волновым числом 0k  ( 0Re( ) 0,k >  0Im( ) 0k ≥ ), рассматривается система по-
парно непересекающихся акустически мягких экранов 1 2{ , }.Ω = Ω Ω  Экран 

iΩ  – ограниченная параметризованная гладкая поверхность с гладкой грани-
цей .i∂Ω  

Задача рассеяния плоской волны 
10 2 3( ) 3

0 ( ) exp ,  ,ik x x xu x xα +β +γ= ∈  

системой экранов Ω  состоит в нахождении в 3 \ ∂Ω  полного поля ( ) ,u x  
удовлетворяющего:  

– условиям гладкости: 

 2

0 0
(( ) ) ( \ ) ( \ )cu C C M C M+ δ − δ

δ> δ>
∈ Ω Ω Ω  ;  (1) 

– уравнению Гельмгольца: 

 0
2 3( ) ( ) 0,   \ ;u x k u x xΔ + = ∈ Ω   (2) 

– условию Дирихле: 
 | 0u Ω= ;  (3) 
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– условиям конечности энергии: 

 1 3( \ )locu H∈ Ω ;  (4) 

– условиям излучения Зоммерфельда для рассеянного поля 0 = su u u− :  

( )1
0 0 ,    при Im( ) 0s

s
u ik
r

r ku o −∂
∂

=− =  

 2
0 .( ) Im(    при  : |)   |0,  su O k rr x− == →∞>   (5) 

2. Существование и единственность решения задачи дифракции 
Теорема 1. Решение краевой задачи (1)–(5) единственно.  
Доказательство. Докажем тривиальность решения однородной задачи. 
Введем такие ограниченные области 1 2,V V , что 1 2 =V V∩ ∅  и .i iVΩ ⊂ ∂   
Пусть := (0)RB B  – такой шар, что iV B⊂ . Введем также области 

3 1 2:= \ ( )V B V V∩  с границей 3 1 2=V B V V∂ ∂ ∩∂ ∩∂  и 4 := cV B . 
Пусть ( )iv x  – сужение поля ( )su x  на iV . Исследуем задачу 

сопряжения, эквивалентную задаче дифракции (1)–(5). Функции ( )iv x  суть 
решения уравнений Гельмгольца: 

2
0( ) ( ) = 0, ( = 1,2,3,4),i ik v x x V iΔ + ∈  

удовлетворяющие условиям: 

1 3 1 1 3 1( ) = ( ), , ( ) = ( ) = 0, ,v x v x x V v x v x x∈∂ ∈Ω  

 22 3 2 3 4( ) = ( ), \ , ( ) = ( ), ,v x v x x V v x v x x B∈∂ Ω ∈∂   (6) 

11, 3, 1 3, 4,( ) = ( ), \ , ( ) = ( ), ,v x v x x V v x v x x Bν ν ν ν− ∈∂ Ω − ∈∂  

 2, 3, 2 2, 3, 2( ) = ( ), , ( ) = ( ) = 0, ,v x v x x V v x v x xν ν ν ν− ∈∂ − ∈Ω   (7) 

и 

 ( )4
0 4= 1 / ,v ik v o r r

r
∂ + → +∞
∂

.  (8) 

Применим к функциям iv , iv  первую формулу Грина в областях iV  
( = 1,2,3)i  (обоснование применения формулы приведено, например, в [4]) и 
учтем уравнение (2):  

( )2 2 2 2
0 ,| | = | | | | = , = 1,2,3.i i i i i i i

V V V Vi i i i

v v v dx k v dx v dx v v ds iν
∂

Δ + ∇ − + ∇     (9) 

В равенствах (9) преобразуем правые части, учитывая (6), (7):  

1 1 2 21, 1, 2, 2,
\ \1 21 21 2

= , = ,
V VV V

v v ds v v ds v v ds v v dsν ν ν ν
∂ ∂∂ Ω ∂ Ω
     



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2024. № 4 

 38

 3 1 2 33, 1, 2, 3,
\ \1 23 1 2

= .
V BV V

v v ds v v ds v v ds v v dsν ν ν ν
∂ ∂∂ Ω ∂ Ω

− − +      (10) 

Сложим (9) и (10): 

 
3 3

2 2 2
3 43, 0 4,

=1 =1
= | | | | =i i

i iB V V Bi i

v v ds k v dx v dx v v dsν ν
∂ ∂

− + ∇ −     .  (11) 

Если 0Im( ) 0,k =  то, беря мнимую часть (11), выводим с учетом (8):  

1 2
4 44, 0 4 0 4Im = Im ( ( )) = | | (1) = 0.

B B B

v v ds ik v o R v ds k v ds o−
ν

∂ ∂ ∂

   
   + +
   
   
    

Из леммы Реллиха (см. [5, с. 88]) следует, что 4 0v ≡  в 4V , а из (6), (7) – 
0u ≡  вне 1V  и 2V . Так как области 1V , 2V  могут иметь сколь угодно малый 

объем, то тривиальность решения установлена для любой точки ,x  лежащей 
вне Ω . 

Если 0Im( ) > 0,k  то правая часть в (11) исчезает при R →+∞  и  

 
3 3

2 2 2
0

=1 =1
| | | | 0, .i i

i iV Vi i

k v dx v dx R− + ∇ → →+∞     (12) 

Беря мнимую часть (12), выводим:  
3

2
0 0

=1
Re( ) Im( ) | | 0, ,i

i Vi

k k v dx R− ⋅ → → +∞  

откуда снова получаем, что ( ) 0iv x ≡ , ix V∈ , = 1,2,3i . Теорема доказана. 
Краевую задачу (1)–(5) можно свести [1, 4] к интегральному уравнению 

на экране: 

 0( , ) ( ) ( ),   ,yG x y y ds u x x
Ω

− ϕ = ∈Ω   (13) 

где 
0| |

( , )
4 | |

ik x yeG x y
x y

−
=

π −
, или в операторной форме: 0 |S u Ω= . Полное поле вне 

∂Ω  может представлено следующим образом [1, 4]: 

 3
0( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),   \ .yu x u x G x y y ds x x

Ω

= + ϕ ∈ ∂Ω  .  (14) 

Слабосингулярный интегральный оператор S  уравнения (13) будем ис-
следовать в пространствах Соболева [2, 6]: 

1
2/ 1/2: ( ) ( ),S H H− Ω → Ω  
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( ) : { | : ( )},   ( ) : { ( ) : }.s s s sH u u H M H u H M supp uΩΩ = ∈ Ω = ∈ ⊂Ω  

Теорема 2. Оператор L  является непрерывно обратимым фредгольмо-
вым оператором в выбранных пространствах.  

Доказательство. Запишем оператор S  в форме   
11 12

21 22
S S

S
S S

 
 =
 
 

, 

согласно системе интегральных уравнений на системе двух непересекающих-
ся экранах получаем: 

1 2

1 2 0 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),   ,y yG x y y ds G x y y ds u x x
Ω Ω

− ϕ − ϕ = ∈Ω   

1 2

1 2 0 2( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),   .y yG x y y ds G x y y ds u x x
Ω Ω

− ϕ − ϕ = ∈Ω   

Операторы 11 1/2 1/2
1 1: ( ) ( )S H H− Ω → Ω  и 22 1/2 1/2

2 2: ( ) ( )S H H −Ω → Ω  

являются эллиптическими [6]; а операторы 12 21,S S  компактны в силу 
бесконечной гладкости их ядер (ведь 1 1Ω ∩Ω =∅ ). Итак, S  – фредгольмов 
оператор (с нулевым индексом) в указанных пространствах. 

Инъективность оператора S  вытекает из тривиальности решения одно-
родного уравнения = 0Sϕ . Последнее есть следствие теоремы 1, а также эк-
вивалентности краевой задачи (1)–(5) и системы интегральных уравнений 
(13), (14) (доказательство последнего результата приведено, например,  
в [1, 4]). 

Окончательно из теоремы Фредгольма [7] выводим непрерывную обра-
тимость S  в указанных пространствах Соболева. Теорема доказана. 

Таким образом, установлено, что задача дифракции (1)–(5) имеет и при 
том единственное решение. 

3. Метод Галеркина 

Приближенные решения уравнения (13) nϕ  – это пара функций 
1

1( ), ,n x xϕ ∈Ω 2 ( ),n xϕ  2 ,x∈Ω  – будем искать методом Галеркина. Функции 

m
nϕ  записываются в виде 

1
( ) : ( ),

n
m m
n i

i

m
ix c x

=
ϕ = ψ  mx∈Ω . 

Введем удобные для программной реализации базисные функции 
( )m

i xψ  на неплоском экране ,mΩ  1,2.m =  Пусть параметризованный экран 

mΩ  задается с помощью гладкой функции ( )m tx  (область параметров обо-

значим через 2
1 2: {( , ) [0,1] }t tΠ = ∈ ). Разобьем Π  на прямоугольные конечные 

элементы: 

1 21 22 1 1 1[ , ] [ , ]i i i ii i t t t t+ += ×π  ( 0,..., 1)ki n= − ; /  ( 0,..., )it i n i n= = . 
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Тогда базисные функции определим формулами: 

1 2

1 2
1 2

( ,

( ,

1, )
( )

0, )

i im m
i i i

i

m

i
m

x
x

x x

 ∈πψ = ψ = 
∉π

κ

κ

 

где ) :( m
m x Ω →Πκ  – обратное к ( )m tx  гладкое отображение. Графики ба-

зисных функций на плоском и неплоском экранах представлены на рис. 1. 
 

 
 

а) б) 

Рис. 1. Финитные базисные функции на плоском (а) и неплоском (б) экранах 
 
Так как отображения ( )mx t  являются по предположению гладкими,  

а множество кусочно-постоянных функций всюду плотно в 2 ( )L Π ⊃  
1/2 ( )H −⊃ Π , то определенные выше базисные функции 

1 2
( )m

i i xψ  удовлетво-

ряют условию предельной плотности (условию аппроксимации) [3] в про-
странстве 1/2 ( )H − Ω  решений задачи. 

Применяя метод Галеркина, сведем задачу об отыскании приближенно-
го решения интегрального уравнения к решению системы линейных алгебра-
ических уравнений 0.=Su u  Здесь 1 1 2 2

1 1( ,..., , ,..., )Tn nc c c c=u  – столбец неиз-
вестных коэффициентов. Основную матрицу системы линейных алгебраиче-
ских уравнений S  и столбец правой части 0u  запишем в блочном виде: 

11 12 1

021 22 2
,   .

   
   = =
   
   

S S u
S u

S S u
 

Элементы столбца 0u  и основной матрицы S  вычисляются по опреде-
лению метода Галеркина согласно формулам  

0 ( ) ( ) ,   ( ) ( ) ;   , 1,2;   , 1,..., .k k kl kl l k
i i x ij j i xu x x ds S x x ds k l i j n

Ω Ω

= ψ = ψ ψ = = u S  

Учитывая, что финитные базисные функции являются кусочно-
постоянными, а экраны – параметризуемыми, получим выражения для мат-
ричных элементов через повторные интегралы: 
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0 1 2 1 2 1 2( ( , )) | ( , ) | ,
i

k
i k ku t t J t t dt dt

π

= u x  

1 2 3 4 1 2 3 4 3 4 1 2( ( , ), ( , )) | ( , ) | | ( , ) | .
i j

kl
ij k l k lG t t t t J t t J t t dt dt dt dt

π π

= − ⋅ S x x  

В последних формулах 1 2( , )kJ t t  – якобиан преобразования .kx  При 
k l=  и i j=  интегралы являются слабосингулярными и в предлагаемой про-
граммной реализации вычисляются методом центральных прямоугольников  
с выбрасыванием особых точек подынтегральной функции. 

Теорема 3. Метод Галеркина с выбором кусочно-постоянных базисных 
функций iψ сходится для оператора 

1/2 1/2 1/2 1/2
1 2 1 2: ( ) ( ) ( ) ( )S H H H H− −Ω × Ω → Ω × Ω   

и верна квазиоптимальная оценка скорости сходимости  

1/21/2
1/2 ( )( ) ( )

inf Hn H H
M −−

− ΩΩ ψ∈ Ω
ϕ− ≤ ⋅ − ψϕ ϕ  

 

приближенных решений nϕ  к единственному решению ϕ  уравнения (13). 
Доказательство. Выше отмечалось, что диагональные операторы 

1/2 1/2: ( ) ( ),   1,2,ll
l lS H H l− Ω → Ω =  являются эллиптическими. Это означает 

[6], что существуют такие компактные операторы 1/2: ( )ll
lK H − Ω →  

1/2 ( )lH→ Ω  и константы 0,lγ >  что для всех 1/2 ( )lH −ϕ∈ Ω  

1/2
22

( )( )( ) ( ) .
l

l

ll ll
x l HS K x x ds − Ω

Ω

ϕ+ ϕ ϕ ≥ γ ϕ   

Для операторов ( )ll llS K+  метод Галеркина сходится [3]. Так как опе-

раторы llK , 12S  и 21S  компактны, а матричный оператор S  непрерывно об-
ратим, то метод Галеркина сходится и для ,S  если выполнено условие ап-
проксимации для базисных функций в пространствах 1/2 ( )lH − Ω . Последнее 

требование удовлетворено, так как кусочно постоянные функции m
iψ  всюду 

плотны в 2 ( )lL Ω  [7]; пространства 2 ( )lL Ω , в свою очередь, всюду плотно 

вложены в 1/2 ( )lH − Ω  [2]. Теорема доказана. 

4. Результаты расчетов 
Рисунок 2 иллюстрирует внутреннюю сходимость проекционного ме-

тода в задаче дифракции плоской волны 0 30 ( ) ik xu x e=  , распространяющейся 
вдоль оси 3Ox , на плоском экране  

1 1 2 3{ :  , [ / 4, / 4],  0}x x x xΩ = ∈ −λ λ = . 
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а) 0 12n =  б) 0 16n =  

  
в) 0 20n =  г) 0 24n =  

Рис. 2. Внутренняя сходимость метода Галеркина 
 
Число базисных функций на каждом экране – 2

0( ) ,n n=  а параметр 0n  
принимает значения 12, 16, 20 и 24. 

На рис. 3 продемонстрированы результаты теста, в ходе которого ис-
следовалось взаимное влияние экранов друг на друга. Второй экран (на ри-
сунке расположен выше) определен так: 

2 1 2 3{ :  , [0, / 2],  }x x x x sΩ = ∈ λ = λ ⋅ , 

где s  – параметр, определяющий сдвиг второго экрана вдоль оси 3Ox . Из 
приведенных результатов видно, что при большом удалении экранов друг от 
друга их взаимное влияние невелико, а решения на каждом экране симмет-
ричны – как в задаче дифракции на одном экране. При сближении экранов их 
взаимное влияние возрастает: симметрия решений нарушается, а значения 
решений уменьшаются. 

На рис. 4 представлена дифракционная картина, отвечающая решению 
задачи рассеяния плоской волны на системе двух неплоских экранов: на ри-
сунке изображены плотности интегралов (решения системы интегральных 
уравнений) и модуль полного поля вне экранов. 

Заключение 
Проведено исследование задачи рассеяния акустической волны си-

стемой двух неплоских «мягких» экранов. Доказано, что задача дифракции 
имеет (и при том единственное) решение. Сформулирован, теоретически 
обоснован и программно реализован проекционный метод (метод Галерки-
на) для численного решения системы интегральных уравнений задачи  
дифракции.  
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а) 2.5s =  б) 0.5s =  

  
в) 0.25s =  г) 0.1s =  

Рис. 3. Решение задачи на системе двух плоских экранов 
 

 
Рис. 4. Поле вне экранов и решения 1 2,ϕ ϕ  на экранах 
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